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� PROBLEMA 1

Si consideri la seguente relazione tra le variabili reali x, y :

�
x

1
� � �

1

y
� � �

a

1
� ,

dove a è un parametro reale positivo.

a) Esprimere y in funzione di x e studiare la funzione così ottenuta, disegnandone il grafico in un piano ri-
ferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy).

b) Determinare per quali valori di a la curva disegnata risulta tangente o secante alla retta t di equazione

x � y �4.

c) Scrivere l’equazione della circonferenza k che ha il centro nel punto di coordinate (1; 1) e intercetta sul-
la retta t una corda di lunghezza 2�2�.

d) Calcolare le aree delle due regioni finite di piano in cui il cerchio delimitato da k è diviso dalla retta t.

e) Determinare per quale valore del parametro a il grafico, di cui al precedente punto a), risulta tangente
alla circonferenza k.

� PROBLEMA 2

Considerato un qualunque triangolo ABC, siano D ed E due punti interni al lato BC tali che:

B�D� � D�E� � E�C�.

Siano poi M ed N i punti medi rispettivamente dei segmenti AD ed AE.

a) Dimostrare che il quadrilatero DENM è la quarta parte del triangolo ABC.

b) Ammesso che l’area del quadrilatero DENM sia �
4

2

5
� a 2, dove a è una lunghezza assegnata, e ammesso

che l’angolo AB̂C sia acuto e si abbia inoltre: A�B� �13a, B�C� �15a, verificare che tale quadrilatero risulta
essere un trapezio rettangolo.

c) Dopo aver riferito il piano della figura, di cui al precedente punto b), ad un conveniente sistema di assi
cartesiani, trovare l’equazione della parabola, avente l’asse perpendicolare alla retta BC e passante per i
punti M, N, C.

d) Calcolare, infine, le aree delle regioni in cui tale parabola divide il triangolo ADC.
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Il limite della funzione �
senx �

x

cosx
� , quando x tende a� �,

A) è uguale a 0;

B) è uguale ad 1;

C) è un valore diverso dai due precedenti;

D)non è determinato.

Una sola risposta è corretta: individuarla e darne un’esauriente spiegazione.

Si consideri la funzione �
x

x

�

�

s

c

e

o

n

sx

x
� . Stabilire se si può calcolarne il limite per x → � � e spiegare se il cal-

colo può essere effettuato ricorrendo al teorema di De L’Hospital.
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� PROBLEMA 1

a) Posto x �0 e y �0, la relazione �
x

1
� � �

1

y
� � �

a

1
� diventa

ay � ax � xy da cui y ��
x

a

�

x

a
� . La funzione da studiare è

y ��
x

a

�

x

a
� con dominio x �0∧ x � a. Si tratta di una funzione

omografica il cui grafico è un’iperbole equilatera con asintoti
x � a e y � a, centro di simmetria C (a; a) e vertici A(2a; 2a),
O(0; 0). In quest’ultimo punto la funzione non è però definita e

presenta una discontinuità di terza specie con x→0�
x

a

�

x

a
� . Si 

può tracciare il grafico (figura 1) nel quale il valore di a è stato
scelto in maniera arbitraria.

b) Si valuta la posizione reciproca tra la funzione e la retta discutendo il sistema � .

L’equazione risolvente è x 2 �4x �4a �0; essa ammette soluzioni reali se e solo se il discriminante è

positivo o nullo. Poiché �
�

4
� �4�4a, risulta 4�4a �0 per a �1.

Pertanto la retta t è secante per a �1, è tangente per a �1.

c) La circonferenza k ha centro C ′(1; 1) noto e raggio incognito. Si tracci
la perpendicolare C ′H alla retta t (figura 2). Per un teorema della geo-
metria euclidea, tale perpendicolare divide a metà la corda BD che la
circonferenza stacca sulla retta. La distanza del punto C ′(1; 1) dalla ret-
ta x � y �4 vale:

C��′�H� ��
1

�
�

1

1

���
�

1�
4

�� �2�,

mentre H�B� � �
B�
2

D�
� → H�B� ��

2�
2

2�
� � �2�.

Applicando il teorema di Pitagora al triangolo BC ′H, risulta C��′�B� �2.
Esso è il raggio cercato.
L’equazione della circonferenza k è:

(x �1)2 � (y �1)2 �4 ovvero x 2 � y 2 �2x �2y �2�0.

d) Ponendo a sistema l’equazione della circonferenza k e la retta t si trovano le coordinate dei punti B e D :

� → B� ;D� .

Valutando le coordinate dei punti C ′, B e D si osserva che i segmenti C ′B e C ′D sono rispettivamente
paralleli agli assi cartesiani e quindi tra loro perpendicolari. Pertanto il settore circolare delimitato
dall’angolo BĈ ′D è la quarta parte del cerchio corrispondente alla circonferenza. Indicata con S1 l’area
del minore dei segmenti circolari in cui la retta t divide la circonferenza k, essa si ottiene per differenza

x �1

y �3

x �3

y �1

x 2 � y 2 �2x �2y �2�0

x � y �4

y ��
x

a

�

x

a
�

x � y �4
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Si noti che nel caso limite a � � �
9

4
� la derivata prima diventa:

f ′(x)� �
2

4

7
� x 2 �9x �3� �3�x � �

3

2
��

Essa si annulla nel punto x � � �
3

2
� ed è negativa per ogni altro valore di x. In tal caso la funzione non ha

estremanti e ha in x � � �
3

2
� un punto di flesso orizzontale.

Si tratta di calcolare il limite lim
x→��

�
senx �

x

cosx
� . La funzione al numeratore, sen x �cosx, non ammette li-

mite per x → � � ma è comunque limitata se si tiene conto che �1� senx �1 e �1�cosx �1. Si può
scrivere:

�2� senx �cosx �2 e pertanto � �
x

2
� ��

senx �

x

cosx
�� �

x

2
� .

Poiché lim
x→��

� �
x

2
� �0 e lim

x→��
�
x

2
� �0, per il teorema del confronto risulta lim

x→��
�
senx �

x

cosx
��0 e la risposta

esatta è A).

Dato il limite lim
x→��

�
x

x

�

�

s

c

e

o

n

sx

x
� , si raccoglie x al numeratore e al denominatore della frazione:

lim
x→���

x

x

�

�

s

c

e

o

n

sx

x
�

� lim
x→��

� lim
x→��

.

Poiché �1� senx �1 e quindi � �
x

1
� ��

se

x

nx
�� �

x

1
� , per il teorema del confronto vale lim

x→��
�
se

x

nx
��0.

Allo stesso modo si dimostra che lim
x→��

�
co

x

sx
��0. Pertanto esiste il limite:

lim
x→���

x

x

�

�

s

c

e

o

n

sx

x
�

� lim
x→��

�1.

Alla luce del teorema di De L’Hospital, volendo trattare il limite lim
x→��

�
g

f (

(

x

x

)

)
� , una delle condizioni dell’ipotesi

è che deve esistere un valore M tale che, ∀x � M, le funzioni f (x) e g (x) siano derivabili e g ′(x)�0. Nel
caso in questione g (x)� x �cosx e g ′(x)�1� senx. Si osserva che la derivata prima si annulla per

x � � �
�

2
� �2k� con k intero e quindi non esiste un intorno di � � in cui valga sempre g ′(x)�0. Pertanto

il teorema non può essere applicato.
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